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LIMITES DE REPRE´SENTATIONS CRISTALLINES
par
Laurent Berger
Re´sume´. — On e´tudie quelques proprie´te´s des (ϕ,Γ)-modules associe´s aux repre´sentations absol-
ument cristallines. Comme corollaire, on re´pond (dans le cas “non-ramifie´”) a` deux questions de
Fontaine. Premie`rement, on montre qu’une Zp-repre´sentation, limite de Zp-repre´sentations cristallines
a` poids de Hodge-Tate borne´s est elle-meˆme cristalline. Deuxie`mement, on montre que tout ϕ-module
filtre´ admissible peut eˆtre construit a` partir d’un (ϕ,ΓF )-module de q-hauteur finie (i.e. le foncteur
i∗ : IsΓΦM+S →MF
ad,+
F est essentiellement surjectif). L’ingre´dient principal est le calcul d’une borne
effective pour l’annulateur du conoyau de l’inclusion B+ ⊗
B
+
F
D+(V )→ B+ ⊗Qp V .
Abstract. — We establish some properties of (ϕ,Γ)-modules associated to absolutely crystalline
representations. As a corollary, we can answer (in the “unramified case”) two questions of Fontaine.
First, we show that a Zp-representation, which is a limit of crystalline Zp-representations with bounded
Hodge-Tate weights is itself crystalline. Second, we show that every admissible filtered ϕ-module can
be constructed from a (ϕ,ΓF )-module of finite q-height (that is, the functor i
∗ : IsΓΦM+S →MF
ad,+
F is
essentially surjective). The main ingredient is the computation of an explicit bound for the annihilator
of the cokernel of the inclusion B+ ⊗
B
+
F
D+(V )→ B+ ⊗Qp V .
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Introduction
Soit k un corps parfait de caracte´ristique p, F le corps des fractions de l’anneau des vecteurs
de Witt sur k et K une extension finie totalement ramifie´e de F ; la motivation de ce texte est de
de´montrer une conjecture formule´e par Fontaine [11, Final Remark (c)], dans le cas “non-ramifie´”:
Conjecture 0.1. — Si T est une Zp-repre´sentation de GF , telle qu’il existe b ≥ a ∈ N et une
suite {Ti}i de Zp-repre´sentations cristallines de GF a` poids de Hodge-Tate dans [a; b] ve´rifiant
T/pi ≃ Ti/p
i, alors T est cristalline.
Si b−a ≤ p−1, alors cette conjecture est un the´ore`me, conse´quence directe des constructions de
Fontaine-Laffaille [12]. L’analogue semi-stable de cette conjecture a e´te´ de´montre´ par Breuil dans
[2], dans le cas b− a ≤ p− 2. On sait aussi faire les cas b− a = 0 (pour une repre´sentation de GK ,
ou` K est arbitrairement ramifie´), et b − a = 1 (dans la plupart des cas, en utilisant les re´sultats
de´montre´s par Breuil dans [3]).
Notre de´monstration de la conjecture ci-dessus se fait en deux e´tapes (toutes les notations
employe´es ici sont de´finies dans le premier chapitre, contentons-nous de mentionner que B+F =
F ⊗OF OF [[pi]], et que q et les ϕ
n−1(q) sont des e´le´ments de B+F de´finis par ϕ
n−1(q) = Φpn(1 + pi)
ou` Φk est le k-ie`me polynoˆme cyclotomique. En particulier, quotienter un B
+
F -module par ϕ
n−1(q)
revient a` le “localiser” en ε(n) − 1).
La the´orie des (ϕ,Γ)-modules de Fontaine [10] et un the´ore`me de Colmez [7] permettent d’associer
a` toute repre´sentation cristalline V de GF un B
+
F -module D
+(V ) = (B+ ⊗Qp V )
HF libre de rang
d = dimQp(V ), muni d’un Frobenius ϕ et d’une action de ΓF = Gal(F (µp∞)/F ) (on dit que V est
de hauteur finie). L’anneau B+ est un anneau de pe´riodes construit graˆce a` la the´orie du corps
de normes. La premie`re e´tape est de controˆler pre´cise´ment l’annulateur du conoyau de l’inclusion
B+ ⊗
B
+
F
D+(V )→ B+ ⊗Qp V .
Ensuite Wach a montre´ dans [14] qu’une repre´sentation V de hauteur finie est cristalline si et
seulement siD+(V ) contient un sous B+F -module NV stable par ΓF et tel que ΓF agisse trivialement
sur NV /piNV . On peut d’ailleurs imposer une le´ge`re condition supple´mentaire sur NV , et ce B
+
F -
module est alors canoniquement associe´ a` V . La deuxie`me e´tape est de construire a` la main un tel
B+F -module pour une limite de repre´sentations cristallines.
Pour re´aliser la premie`re e´tape, nous sommes amene´s a` e´tudier de pre`s les (ϕ,ΓF )-modules
associe´s aux repre´sentations absolument cristallines. Nous montrons notamment:
The´ore`me 0.2. — Si V est une repre´sentation cristalline de GF , dont les poids de Hodge-Tate
sont h1 ≤ · · · ≤ hd. alors:
(1) pihd−h1B+ ⊗Qp V ⊂ B
+ ⊗
B
+
F
D+(V );
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(2) si n ≥ 1 et NV est le B
+
F -module construit par Wach, alors l’action de Γn = Gal(F∞/Fn)
sur Vn = NV /ϕ
n−1(q) est diagonale dans une base convenable de ce Fn-espace vectoriel et γ ∈ Γn
agit par Diag(χ(γ)h1 , · · · , χ(γ)hd).
Le dernier point du the´ore`me reste d’ailleurs vrai pour l’action de Γn sur D
+(V )/ϕn−1(q), car
l’application naturelle NV /ϕ
n−1(q)→ D+(V )/ϕn−1(q) est un isomorphisme.
Pour re´aliser la deuxie`me e´tape, on montre la proposition suivante, qui nous permet de montrer
la conjecture 0.1 en construisant explicitement NT pour T .
Proposition 0.3. — Si T1 et T2 sont deux re´seaux de deux repre´sentations cristallines a` poids de
Hodge-Tate dans [a; b], tels que T1/p
n = T2/p
n avec n ∈ N ve´rifiant pn−1(p− 1) ≥ b− a+ 1, alors
NT1 et NT2 ont meˆme image dans (A
+/pn ⊗Zp/pn Ti/p
n)HF .
Cette proposition montre que si les Ti varient continument, alors il en va de meˆme pour les NTi ,
sur un disque dont le rayon diminue quand on augmente la longueur de la filtration.
Le the´ore`me 0.2 (plus un petit calcul) nous permet de de´montrer une autre conjecture de
Fontaine. Soient IsΓΦM+S la cate´gorie des B
+
F -modules libres N de rang fini munis d’un Frobe-
nius ϕ tel que N/ϕ∗N est annule´ par une puissance de q, et MFad,+F la cate´gorie des ϕ-modules
filtre´s admissibles. On peut munir tout objet N de IsΓΦM+S d’une filtration qui de´pend de ϕ, et
i∗N = N/piN est alors un ϕ-module filtre´. Fontaine a conjecture´ dans [10, 2.3.6] que le foncteur
i∗ : IsΓΦM+S →MF
ad,+
F est essentiellement surjectif. De fait:
The´ore`me 0.4. — Si V est une repre´sentation cristalline positive de GF , et si NV est le B
+
F -
module construit par Wach, muni de la filtration FiliNV = {x ∈ NV , ϕ(x) ∈ q
iNV }, alors
Dcris(V ) ⊂ B
+
rig,F ⊗B+
F
NV et l’application naturelle Dcris(V ) → NV /piNV est un isomorphisme
de ϕ-modules filtre´s.
On en de´duit imme´diatement la conjecture mentionne´e ci-dessus.
On termine avec une nouvelle de´monstration de certains des re´sultats de [12, 15] (construction
de re´seaux galoisiens associe´s a` des re´seaux fortement divisibles, quand la longueur de la filtration
est ≤ p− 2).
Remarque 0.5. — Dans une version ante´rieure de cet article, je de´montrais queNT /piNT s’identi-
fiait a` un re´seau fortement divisible de Dcris(V ). Ceci est incorrect. Par exemple, comme me l’ont
fait remarquer C. Breuil, F. Diamond et P. Colmez, certaines repre´sentations attache´es a` des formes
modulaires sont irre´ductibles, mais pas leur re´duction modulo p, et dans certains cas on obtient
plus de re´seaux galoisiens que de modules fortement divisibles, ce qui aboutit a` une contradiction.
Remerciements: Je souhaite remercier Pierre Colmez, qui est a` l’origine de plusieurs des ide´es
de cet article; il a aussi relu attentivement de nombreuses versions de ce texte. Lors de la re´daction
de cet article, j’ai be´ne´ficie´ de conversations enrichissantes avec lui et avec Christophe Breuil,
Fred Diamond, Jean-Marc Fontaine et Barry Mazur. Enfin, l’article “Repre´sentations p-adiques
potentiellement cristallines” de Nathalie Wach a e´te´ une source constante d’inspiration.
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1. Rappels et notations
Ce chapitre est consacre´ a` quelques rappels sur les pe´riodes p-adiques; on pourra se reporter a`
[1] pour beacoup des constructions de´crites ci-dessous. Soit k un corps parfait de caracte´ristique p,
F le corps des fractions de l’anneau des vecteurs de Witt sur k et K une extension finie totalement
ramifie´e de F . Soit F une cloˆture alge´brique de F et Cp = F̂ sa comple´tion p-adique. On pose
GK = Gal(K/K), c’est aussi le groupe des automorphismes continus K-line´aires de Cp. Le corps
Cp est un corps complet alge´briquement clos de corps re´siduel k. On pose aussi Kn = K(µpn)
et K∞ est de´fini comme e´tant la re´union des Kn. Soit HK le noyau du caracte`re cyclotomique
χ : GK → Z
∗
p et ΓK = GK/HK le groupe de Galois de K∞/K qui s’identifie via le caracte`re
cyclotomique a` un sous groupe ouvert de Z∗p. Si K = F , on a d’ailleurs ΓF ≃ Z
∗
p, et c’est un groupe
pro-cyclique sauf si p = 2; si p 6= 2 ou p = 2 et n ≥ 2, alors Γn = Gal(K∞/Kn) est procyclique.
Dans la suite, T de´signera une Zp-repre´sentation de GK , c’est a` dire que T est un Zp-module
libre de rang d, muni d’une action line´aire et continue de GK , et V = Qp ⊗Zp T . La principale
strate´gie (due a` Fontaine, voir par exemple [9]) pour e´tudier les repre´sentations p-adiques d’un
groupe G est de construire des Qp-alge`bres topologiques B munies d’une action du groupe G et
de structures supple´mentaires de telle manie`re que si V est une repre´sentation p-adique, alors
DB(V ) = (B ⊗Qp V )
G est un BG-module qui he´rite de ces structures, et que le foncteur qui a` V
associe DB(V ) fournisse des invariants inte´ressants de V . On dit qu’une repre´sentation p-adique V
de G est B-admissible si on a B ⊗Qp V ≃ B
d en tant que G-modules.
1.1. Le corps E˜ et ses sous-anneaux. — Soient
E˜ = lim←− x 7→x
pCp = {(x
(0), x(1), · · · ) | (x(i+1))p = x(i)}
et E˜+ l’ensemble des x ∈ E˜ tels que x(0) ∈ OCp . Si x = (x
(i)) et y = (y(i)) sont deux e´le´ments de
E˜, alors on de´finit leur somme x+ y et leur produit xy par:
(x+ y)(i) = lim
j→∞
(x(i+j) + y(i+j))p
j
et (xy)(i) = x(i)y(i)
ce qui fait de E˜ un corps de caracte´ristique p dont on peut montrer qu’il est alge´briquement clos.
Si x = (x(n))n≥0 ∈ E˜ soit vE(x) = vp(x
(0)). C’est une valuation sur E˜ pour laquelle celui-ci est
complet; l’anneau des entiers de E˜ est E˜+. Soit A˜+ l’anneau W (E˜+) des vecteurs de Witt a`
coefficients dans E˜+ et B˜+ = A˜+[1/p] = {
∑
k≫−∞ p
k[xk], xk ∈ E˜
+} ou` [x] ∈ A˜+ est le rele`vement
de Teichmu¨ller de x ∈ E˜+. Cet anneau est muni d’un morphisme d’anneaux θ : B˜+ → Cp de´fini
par la formule θ(
∑
k≫−∞ p
k[xk]) =
∑
k≫−∞ p
kx
(0)
k . Soient ε = (ε
(i)) ∈ E˜+ avec ε(0) = 1 et ε(1) 6= 1,
pi = [ε] − 1, pi1 = [ε
p−1 ] − 1, ω = pi/pi1 et q = ϕ(ω) = ϕ(pi)/pi. Alors ker(θ) est l’ide´al principal
engendre´ par ω.
Remarquons que ε est un e´le´ment de E˜+ tel que vE(ε− 1) = p/(p− 1). On pose EF = k((ε− 1))
et on de´finit E comme e´tant la cloˆture se´parable de EF dans E˜ ainsi que E
+ = E ∩ E˜+ l’anneau
des entiers de E. Remarquons que, par de´finition, E est se´parablement clos, et que l’on retrouve E˜
a` partir de E en prenant le comple´te´ de sa cloˆture radicielle.
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1.2. L’anneau BdR et ses sous-anneaux. — L’anneau B
+
dR est de´fini comme e´tant le comple´te´
pour la topologie ker(θ)-adique de B˜+ (on remarquera que A˜+ est complet pour cette topologie):
B+dR = lim←− n≥0B˜
+/(ker(θ)n)
c’est un anneau de valuation discre`te, d’ide´al maximal ker(θ); la se´rie qui de´finit log([ε]) converge
dansB+dR vers un e´le´ment t, qui est un ge´ne´rateur de l’ide´al maximal, ce qui fait queBdR = B
+
dR[1/t]
est un corps, muni d’une action de GF et d’une filtration de´finie par Fil
i(BdR) = t
iB+dR pour i ∈ Z.
On dit qu’une repre´sentation V de GK est de de Rham si elle est BdR-admissible ce qui e´quivaut
a` ce que le K-espace vectoriel DdR(V ) = (BdR ⊗Qp V )
GK est de dimension d = dimQp(V ).
L’anneau B+max est de´fini comme e´tant
B+max = {
∑
n≥0
an
ωn
pn
ou` an ∈ B˜
+ est une suite qui tend vers 0}
et Bmax = B
+
max[1/t]. On peut d’ailleurs remplacer ω par n’importe quel ge´ne´rateur de ker(θ).
Cet anneau se plonge canoniquement dans BdR (les se´ries de´finissant ses e´le´ments convergent dans
BdR) et en particulier il est muni de l’action de Galois et de la filtration induites par celles de BdR,
ainsi que d’un Frobenius ϕ, qui e´tend l’application ϕ : A˜+ → A˜+ de´duite de x 7→ xp dans E˜+. On
remarquera que ϕ ne se prolonge pas par continuite´ a` BdR. On pose aussi B˜
+
rig = ∩
+∞
n=0ϕ
n(B+max).
On dit qu’une repre´sentation V de GK est cristalline si elle est Bmax-admissible ou, ce qui
revient au meˆme, B˜+rig[1/t]-admissible (les pe´riodes des repre´sentations cristallines vivent dans
des sous F -espaces vectoriels de dimension finie, stables par ϕ, de Bmax, et donc en fait dans
∩+∞n=0ϕ
n(B+max)[1/t]); ceci e´quivaut a` ce que le F -espace vectoriel
Dcris(V ) = (Bmax ⊗Qp V )
GK = (B˜+rig[1/t]⊗Qp V )
GK
est de dimension d = dimQp(V ). Alors Dcris(V ) est muni d’un Frobenius et d’une filtration induits
par ceux de Bmax, et (BdR⊗Qp V )
GK = DdR(V ) = K⊗F Dcris(V ) ce qui fait qu’une repre´sentation
cristalline est aussi de de Rham.
Si V est une repre´sentation p-adique, on dit que V est de Hodge-Tate, a` poids de Hodge-
Tate h1, · · · , hd, si l’on a une de´composition Cp ⊗Qp V ≃ ⊕
d
j=1Cp(hj). Dans ce cas, on voit que
(Cp⊗QpV )
HK ≃ ⊕dj=1K̂∞(hj) et on peut montrer que la re´unionDSen(V ) = (Cp⊗QpV )
HK
fini des sous
K∞-espaces vectoriels de dimension finie stables par ΓK de (Cp⊗Qp V )
HK est e´gale a` ⊕dj=1K∞(hj).
LeK∞-espace vectoriel DSen(V ) est muni d’une action re´siduelle de ΓK , et si γ ∈ ΓK est un e´le´ment
suffisamment proche de 1, alors la se´rie d’ope´rateurs log(γ)/ logp(χ(γ)) converge vers un ope´rateur
K∞-line´aire ∇V : DSen(V ) → DSen(V ) qui ne de´pend pas du choix de γ, et qui est diagonalisable
a` valeurs propres h1, · · · , hd. On dira qu’une repre´sentation p-adique V est positive si ses poids de
Hodge-Tate sont ≤ 0 (la de´finition du signe des poids de Hodge-Tate est malheureuse).
1.3. L’anneau B˜ et ses sous-anneaux. — Soit A˜ l’anneau des vecteurs de Witt a` coefficients
dans E˜ et B˜ = A˜[1/p]. SoitAF le comple´te´ de OF [pi, pi
−1] dans A˜ pour la topologie de celui-ci, c’est
aussi le comple´te´ p-adique de OF [[pi]][pi
−1]. C’est un anneau de valuation discre`te complet dont le
corps re´siduel est EF . Soit B le comple´te´ pour la topologie p-adique de l’extension maximale non
ramifie´e de BF = AF [1/p] dans B˜. On de´finit alors A = B ∩ A˜ et A
+ = A ∩ A˜+. Ces anneaux
sont munis d’une action de Galois et d’un Frobenius de´duits de ceux de E˜. On pose AK = A
HK et
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BK = AK [1/p]. Quand K = F les deux de´finitions co¨ıncident. On pose de meˆme B
+ = A+[1/p]
et A+F = (A
+)HF ainsi que B+F = (B
+)HF .
Si V est une repre´sentation p-adique de GK soit D(V ) = (B⊗Qp V )
HK . On sait [10] que D(V )
est un BK -espace vectoriel de dimension d = dim(V ) muni d’un Frobenius et d’une action re´siduelle
de ΓK qui commutent (c’est un (ϕ,ΓK) module) et que l’on peut re´cupe´rer V graˆce a` la formule
V = (B⊗BK D(V ))
ϕ=1.
On se place maintenant dans le cas K = F . On dit qu’une repre´sentation p-adique V de GF est
de hauteur finie si D(V ) posse`de une base sur BF forme´e d’e´le´ments de D
+(V ) = (B+ ⊗Qp V )
HF .
Un re´sultat de Fontaine [10] (voir aussi [7, III.2]) montre que V est de hauteur finie si et seulement
si D(V ) posse`de un sous-B+F -module libre de type fini stable par ϕ de rang e´gal a` d = dimQp(V ).
Rappelons le re´sultat principal (le the´ore`me de Colmez [7], voir aussi [1]) sur les repre´sentation
cristallines de GF :
The´ore`me 1.1. — Si V est une repre´sentation cristalline de GF , alors V est de hauteur finie.
1.4. Comple´ments sur B+F et B
+
rig,F . — Soit B
+
rig,F l’ensemble des se´ries de la forme A(pi) =∑∞
k=0 akpi
k, telles que ak ∈ F et telles que la se´rie A(T ) converge sur le disque unite´ ouvert
{z ∈ Cp, |z| < 1}. Rappelons que B
+
F est un anneau principal, et que B
+
rig,F se comporte comme
un anneau principal, en ce sens qu’il est de Bezout (tout ide´al de type fini est principal) et [1] qu’il
admet la the´orie des diviseurs e´le´mentaires.
Si R est un anneau qui a la the´orie des diviseurs e´le´mentaires, et si M est un sous-module de
type fini de N ≃ Rd, alors il existe des e´le´ments r1, · · · , rd de R et une base n1, · · · , nd de N tels
que r1| · · · |rd et r1n1, · · · rdnd est une base de M , et les ide´aux (r1), · · · , (rd) sont de´termine´s de
manie`re unique par ces conditions: c’est le the´ore`me des diviseurs e´le´mentaires. On e´crira pour
simplifier: [N :M ] = [r1; · · · ; rd].
Les deux anneaux B+F et B
+
rig,F sont munis d’actions de ϕ et de ΓF qui commutent, et que l’on
de´duit par semi-line´arite´ des formules ϕ(T ) = (1 + T )p − 1 et γ(T ) = (1 + T )χ(γ) − 1.
Si n ≥ 1, alors l’ide´al engendre´ par ϕn−1(q) est stable par ΓF et on a une identification de
F [ΓF ]-modules B
+
rig,F/ϕ
n−1(q) = B+F /ϕ
n−1(q) = Fn.
Lemme 1.2. — Si I est un ide´al principal de B+rig,F , qui est stable par ΓF , alors I est engendre´
par un e´le´ment de la forme pij0
∏+∞
n=1(ϕ
n−1(q)/p)jn . De plus:
(1) ϕ(I) ⊂ I si et seulement si la suite {jn}n est de´croissante;
(2) I ⊂ ϕ(I) si et seulement si la suite {jn}n est croissante;
(3) les re´sultats pre´ce´dents restent vrais pour les ide´aux de B+F , et dans ce cas jn = 0 si n ≫ 0
(par exemple, I ⊂ ϕ(I) implique que I = B+F ).
De´monstration. — Voir [7, III.8] pour une de´monstration du fait que si I est un ide´al de B+F , qui
est stable par ΓF , alors I est engendre´ par un e´le´ment de la forme pi
j0
∏n0
n=1(ϕ
n−1(q)/p)jn . Cette
de´monstration s’adapte imme´diatement au cas de B+rig,F . Enfin, les trois points qui suivent ne
posent pas de difficulte´.
Exemple 1.3. — L’ide´al de B+rig,F engendre´ par t = log(1 + pi) satisfait les deux points ci-dessus.
Cela correspond a` la de´composition t = pi
∏+∞
n=1(ϕ
n−1(q)/p).
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2. Une bonne description de Dcris(V )
Dans toute la suite, V de´signera une repre´sentation cristalline de GF , de dimension d, dont les
poids de Hodge-Tate sont ne´gatifs. On notera r1 ≤ · · · ≤ rd les oppose´s des poids de Hodge-Tate
de V .
2.1. La construction de Wach. — L’objet de ce paragraphe est de pre´ciser les re´sultats de
Wach sur les repre´sentations cristallines de hauteur finie. Rappelons que Wach a de´montre´ dans
[14, p. 380] le the´ore`me suivant:
The´ore`me 2.1. — Si V est une repre´sentation de hauteur finie de GF , alors V est cristalline
positive si et seulement s’il existe un sous B+F -module N libre de rang d de D
+(V ) stable par ΓF
et tel que l’action de ΓF soit triviale sur N/piN .
Si V est une repre´sentation cristalline positive de GF , alors le the´ore`me de Colmez montre que
V est de hauteur finie. Il existe donc N ⊂ D+(V ) tel que N est un B+F -module libre de rang d
stable par ΓF et tel que l’action de ΓF soit triviale sur N/piN .
Lemme 2.2. — Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, on peut s’arranger pour qu’il existe un entier s
tel que pisD+(V ) ⊂ N ⊂ D+(V ). Un tel N est alors unique (en particulier il est stable par ϕ), et
on le notera NV .
De´monstration. — L’ide´al IN de B
+
F constitue´ de l’ensemble des λ ∈ B
+
F tels que λD
+(V ) ⊂ N est
stable par ΓF , et il est donc engendre´ par un e´le´ment de la forme pi
α0qα1 · · · (ϕs−1(q))αs . Si N ′ =
D+(V )∩N [ϕn−1(q−1)]n≥1, alors N
′ est un sous-module libre de rang d de D+(V ), stable par ΓF , et
l’application N/piN → N ′/piN ′ est un isomorphisme (car elle est injective) ce qui fait que ΓF agit
trivialement sur N ′/piN ′. Enfin, on voit que si x ∈ D+(V ) est tel que piβ0qβ1 · · · (ϕs−1(q))βsx ∈ N ′,
alors piβ0x ∈ N ′, ce qui fait que pisD+(V ) ⊂ N ′ avec s = α0.
Montrons qu’un tel N est unique. S’il existait N1 et N2 satisfaisant les conditions du lemme,
alors pour tout x ∈ N1 \piN1, il existerait un unique s ∈ N tel que pi
sx ∈ N2 \piN2. Comme l’action
de ΓF est triviale sur Ni/piNi, on voit que s = 0. En appliquant cela a` une base de N1, on voit que
N1 ⊂ N2 et donc par syme´trie que N1 = N2.
Enfin, on voit que N +ϕ∗N satisfait les meˆmes hypothe`ses que N , et donc N +ϕ∗N = N ce qui
fait que N est stable par ϕ.
Si T est un re´seau de V , on pose D+(T ) = (A+ ⊗Zp T )
HF , c’est un A+F -re´seau de D
+(V ), de
meˆme que D(T ) = (A⊗Zp T )
HF est un AF -re´seau de D(V )
Lemme 2.3. — Si T est un re´seau de V , et NT = NV ∩D
+(T ), alors NT est un sous A
+
F -module
libre de rang d de D+(T ), stable par ϕ et ΓF tel que l’action de ΓF sur NT /piNT soit triviale, et
tel qu’il existe un entier s ≥ 0 tel que pisD+(T ) ⊂ NT . Ceci de´finit NT de manie`re unique.
De´monstration. — La seule chose qui n’est pas e´vidente est que NT est libre (puisque A
+
F n’est
pas principal). Mais on voit que NT = NV ∩D(T ), et NT est alors libre par [10, B.1.2.4].
On a donc de´montre´ la proposition suivante:
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Proposition 2.4. — Si T est un re´seau d’une repre´sentation cristalline positive V , alors il existe
un unique sous A+F -module NT libre de rang d de D
+(T ) tel que NT est stable par ΓF et l’action
de ΓF est triviale sur NT /piNT , et tel qu’il existe un entier s ≥ 0 tel que pi
sD+(T ) ⊂ NT . Dans ce
cas NT est stable par ϕ, et le sous B
+
F -module NV = B
+
F ⊗A+
F
NT de D
+(V ) ve´rifie les conditions
correspondantes.
2.2. L’inclusion Dcris(V ) ⊂ D
+
rig(V ). — Soit B
†
rig,F l’ensemble des se´ries de la forme A(pi) =∑+∞
k=−∞ akpi
k, telles que ak ∈ F et qu’il existe r < 1 tel que la se´rie A(T ) converge sur la couronne
{z ∈ Cp, r < |z| < 1}.
On a montre´ dans [1] que si V est une repre´sentation cristalline positive de GF (et donc dans ce
cas de hauteur finie), alors Dcris(V ) ⊂ D
†
rig(V ) = B
†
rig,F ⊗B+
F
D+(V ). On a en fait dans notre cas
particulier un meilleur controˆle des pe´riodes de V ; soit D+rig(V ) = B
+
rig,F ⊗B+
F
D+(V ), on a alors:
Proposition 2.5. — Si V est une repre´sentation cristalline positive de GF , alors Dcris(V ) ⊂
B+rig,F ⊗B+
F
NV . En particulier Dcris(V ) ⊂ D
+
rig(V ), et Dcris(V ) = D
+
rig(V )
ΓF = (B+rig,F ⊗B+
F
NV )
ΓF .
De´monstration. — Soit {ei} une base de NV , et P et G = G(γ) les matrices de ϕ et γ ∈ ΓF \ {1}
dans cette base. Soit {xi} une base de Dcris(V ), on sait [1] que xi ∈ D
†
rig(V ), et donc si M est telle
que (xi) = M(ei), alors M ∈ M(d,B
†
rig,F ). Si D ∈ M(d, F ) est la matrice de ϕ dans la base {xi},
alors on a γ(M)G =M et ϕ(M)P = DM .
Montrons qu’il existe des entiers αj et u ∈ (B
+
F )
∗ tels que δ = det(P ) = qα1 · · · (ϕs−1(q))αsu.
Si g est le de´terminant de G, alors g = 1 mod pi et comme les actions de ϕ et ΓF commutent,
on a γ(δ)g = ϕ(g)δ, ce qui fait que δ et γ(δ) engendrent le meˆme ide´al de B+F . Par le lemme
1.2, c’est donc que δ = piα0qα1 · · · (ϕs−1(q))αsu ou` u ∈ (B+F )
∗. De plus, si l’on regarde l’e´quation
γ(δ)/δ = ϕ(g)/g modulo pi, on voit que α0 = 0.
Posons ν = piα1 · · ·ϕs−1(pi)αs , on a δ = ϕ(ν)ν−1u. Soient N = Mν et Q = δP−1, c’est la
transpose´e de la matrice des cofacteurs de P , et donc Q ∈ M(d,B+F ). On a
ϕ(N) = ϕ(M)ϕ(ν) = DMϕ(ν)P−1 = DM(νδu−1)δ−1Q = DNu−1Q
et l’argument de re´gularisation de [1] montre que si ϕ(N) = DNu−1Q, alors N ∈ M(d,B+rig,F ). Il
existe donc λ 6= 0, λ ∈ B+F , tel que λDcris(V ) ⊂ B
+
rig,F ⊗B+
F
NV .
Si I est l’ide´al de B+F forme´ de l’ensemble des λ ∈ B
+
F tels que λDcris(V ) ⊂ B
+
rig,F ⊗B+
F
NV , alors
I est un ide´al de B+F qui est stable par ΓF et ϕ, et par le lemme 1.2 il est engendre´ par un e´le´ment
de la forme λ = piβ0 · · · (ϕs−1(q))βs , avec β0 ≥ · · · ≥ βs ≥ 0.
Reste a` montrer que λ = 1, ce qui revient a` montrer que β0 = 0 puisque βj ≤ β0. Rappelons
que le groupe ΓF agit trivialement sur NV /piNV , et donc sur B
+
rig,F ⊗B+
F
NV /piB
+
rig,F ⊗B+
F
NV . Il
existe y ∈ Dcris(V ) tel que yλ ∈ B
+
rig,F ⊗B+
F
NV \ piB
+
rig,F ⊗B+
F
NV . L’image de yλ dans B
+
rig,F ⊗B+
F
NV /piB
+
rig,F ⊗B+
F
NV est non-nulle et ΓF agit dessus par χ
β0 , ce qui fait que β0 = 0.
Remarque 2.6. — On voit d’ailleurs que B+rig,F ⊗F Dcris(V ) ≃ ∩
+∞
n=0ϕ
∗n(B+rig,F ⊗B+
F
NV ), ce qui
fournit une description assez simple de B+rig,F ⊗F Dcris(V ) = NdR(V ), ou` NdR(V ) est le module
construit dans [1].
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Soient (λi) les ide´aux de B
+
rig,F de´finis par [B
+
rig,F ⊗B+
F
NV : B
+
rig,F ⊗F Dcris(V )] = [λ1; · · · ;λd].
Proposition 2.7. — Il existe des entiers βn,i tels que les ide´aux (λi) sont engendre´s par λi =
piβ0,i
∏∞
n=1(ϕ
n−1(q)/p)βn,i .
De´monstration. — On a montre´ au paragraphe pre´ce´dent que B+rig,F ⊗FDcris(V ) ⊂ B
+
rig,F ⊗B+
F
NV ,
et les deux modules en question sont munis d’une action de ΓF , telle que γ ∈ ΓF agit par un
isomorphisme. Ceci montre (par unicite´ des diviseurs e´le´mentaires) que les ide´aux (λi) et γ(λi)
sont e´gaux, et le lemme 1.2 montre que l’on peut prendre λi = pi
β0,i
∏∞
n=1(ϕ
n−1(q)/p)βn,i , ou` {βn,i}n
est une suite d’entiers.
3. L’inclusion D+(V ) ⊂ B+ ⊗Qp V
Dans toute la suite, on e´crira Diag(a1, · · · , ad) pour de´signer la matrice d× d:

a1
. . .
ad


3.1. L’action de ΓF sur NV /ϕ
n−1(q). — Si n ≥ 1, on pose Γn = Gal(F∞/Fn).
Proposition 3.1. — L’action de Γn sur Vn = NV /ϕ
n−1(q) est diagonale dans une base convenable
de ce Fn-espace vectoriel et γ ∈ Γn agit dans cette base par Diag(χ(γ)
−βn,1 , · · · , χ(γ)−βn,d).
De´monstration. — Comme Γn est abe´lien, il suffit de montrer la proposition pour un e´le´ment γn de
Γn, car une famille commutative d’endomorphismes diagonalisables est codiagonalisable (si p 6= 2
ou n ≥ 2, il suffit de prendre pour γn un ge´ne´rateur topologique de Γn).
Si Λ = Diag(λ1, · · · , λd), alors il existe une matrice M ∈ GL(d,B
+
rig,F ) telle que (di) = MΛ(ei)
ou` (di) est une base de Dcris(V ) et (ei) est une base de B
+
rig,F ⊗B+
F
NV . Si Gn est la matrice de
l’action de γn dans la base vecteur colonne (ei): γn(ei) = Gn(ei), alors γn(MΛ)Gn =MΛ ou encore
Gn = γn(Λ
−1M−1)MΛ = Λ−1Dnγn(M
−1)MΛ et donc ΛGnΛ
−1 = Dnγn(M
−1)M
ou` l’on a pose´ Dn = Λγn(Λ
−1). Remarquons que, comme M ∈ GL(d,B+rig,F ), on a γn(M
−1)M =
Id mod ϕn−1(q). De plus, Dn est une matrice diagonale et comme λj = pi
β0,j(q/p)β1,j · · · =
(ϕn−1(q))βn,jrn,j, ou` rn,j est inversible modulo ϕ
n−1(q), on voit que λj/γn(λj) = χ(γn)
−βn,j
mod ϕn−1(q).
Les coefficients du polynoˆme caracte´ristique de Gn sont ceux de ΛGnΛ
−1 et sont donc e´gaux
modulo ϕn−1(q) a` ceux de Dn. Pour montrer que Γn agit par (Dn mod ϕ
n−1(q)) sur une base
convenable de Vn = NV /ϕ
n−1(q) = (B+rig,F ⊗B+
F
NV )/ϕ
n−1(q), il suffit donc de montrer que l’action
de Γn est diagonalisable, puisque les valeurs propres (avec multiplicite´s) de Gn seront alors celles
de (Dn mod ϕ
n−1(q)).
L’application ιn = θ ◦ ϕ
−n re´alise une injection de Vn dans (Cp ⊗Qp V )
HF ≃ ⊕dj=1F̂∞(−rj) (ιn
est injective car un e´le´ment de NV divisible par ϕ
n−1(q) dans B+ ⊗Qp V est divisible par ϕ
n−1(q)
dans D+(V ) et donc dans NV ). Notamment, l’ope´rateur ∇V (∇V + 1) · · · (∇V + r) est nul sur Vn,
et ce dernier espace est donc somme directe des V ∇V =−jn , qui sont stables par Γn, et sur lesquels Γn
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agit via le produit de χ−j par une repre´sentation de Γn qui est triviale sur un sous-groupe ouvert.
L’action de Γn est donc diagonalisable (l’action d’un groupe abe´lien fini l’e´tant toujours).
Proposition 3.2. — L’action de Γn sur Vn = NV /ϕ
n−1(q) est diagonale dans une base convenable
de ce Fn-espace vectoriel et γ ∈ Γn agit dans cette base par Diag(χ(γ)
−r1 , · · · , χ(γ)−rd) ou` r1 ≤
· · · ≤ rd sont les oppose´s des poids de Hodge-Tate de V .
De´monstration. — La proposition pre´ce´dente montre que dans une certaine base de Vn, l’action
de γ ∈ Γn est donne´e par Diag(χ(γ)
−s1 , · · · , χ(γ)−sd) ou` les s1 ≤ · · · ≤ sd sont des entiers (ce
sont les βn,j). De plus, ιn re´alise une injection de Vn dans (Cp ⊗Qp V )
HF
fini = DSen(V ), qui est un
F∞-espace vectoriel muni d’une action re´siduelle de ΓF telle que ∇V agisse, dans une bonne base,
par Diag(−r1, · · · ,−rd)
Dans cette base, l’action de γ ∈ ΓF est donne´e par une matrice a` coefficients dans Fk pour
k ≫ 0, et le Fk-espace vectoriel engendre´ par cette base, D
k
Sen(V ) est stable par ΓF (et donc Γn)
et ve´rifie F∞⊗Fk D
k
Sen(V ) = DSen(V ). De plus, quitte a` augmenter k, l’image de Vn dans DSen(V )
est contenue dans DkSen(V ).
En exponentiant la connection ∇V , on voit que quitte a` augmenter k, l’action de γ ∈ Γk sur
DkSen(V ) est diagonale et donne´e par Diag(χ(γ)
−r1 , · · · , χ(γ)−rd). La proposition re´sulte alors du
lemme suivant que nous de´montrons ensuite:
Lemme 3.3. — Si Vn est un Fn-espace vectoriel muni d’une action de Γn, telle que dans une
certaine base, γ ∈ Γn agit par Diag(χ(γ)
−s1 , · · · , χ(γ)−sd), avec s1 ≤ · · · ≤ sd, qui s’injecte de
manie`re Γn-e´quivariante dans Vk, un Fk-espace vectoriel muni d’une action de Γn telle que l’action
de γ ∈ Γk est donne´e dans une certaine base par Diag(χ(γ)
−r1 , · · · , χ(γ)−rd) avec r1 ≤ · · · ≤ rd,
alors ri = si.
En regardant les espaces propres pour ∇V et en tordant, on se rame`ne a` montrer que si Vn
un Fn-espace vectoriel muni d’une action triviale de Γn, qui s’injecte de manie`re Γn-e´quivariante
dans un Fk-espace vectoriel Vk muni d’une action de Γn, alors dimFn(Vn) ≤ dimFk(Vk), ce qui suit
du fait (que nous allons de´montrer) que l’application naturelle f : Fk ⊗Fn Vn → Vk est injective.
De´montrons cela: si ce n’e´tait pas le cas, il existerait une relation minimale
∑
µjf(vj) = 0, et
comme Γn agit trivialement sur Vn, on voit que Γn fixe µj/µ1 (comme la relation est minimale) et
donc que µj/µ1 ∈ Fn ce qui fait qu’un e´le´ment du noyau de f est de´ja` nul dans Fk ⊗Fn Vn.
Ceci ache`ve de de´montrer la proposition.
3.2. L’inclusion D+(V ) ⊂ B+ ⊗Qp V . — Le corollaire suivant est une conse´quence des calculs
du paragraphe 3.1 (pour n ≥ 1; pour n = 0, c’est une conse´quence du fait que ΓF agit trivialement
sur NV /piNV ):
Corollaire 3.4. — Dans les notations de 2.7, on a β0,j = 0 et βn,j = rj pour tout n ≥ 1.
On utilise ce corollaire pour montrer le re´sultat principal de ce chapitre:
The´ore`me 3.5. — Si T est une Zp-repre´sentation de GF , telle que V = Qp ⊗Zp T est cristalline
a` poids de Hodge-Tate entre −r et 0, et NT est le A
+
F -module dont on a rappele´ la de´finition plus
haut, alors pirA+ ⊗Zp T ⊂ A
+ ⊗
A
+
F
NT . En particulier, pi
rA+ ⊗Zp T ⊂ A
+ ⊗
A
+
F
D+(T ).
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De´monstration. — On voit qu’il suffit de montrer que pirB+⊗Qp V ⊂ B
+⊗
B+
F
NV . Montrons tout
d’abord que qr tue NV /ϕ
∗NV . Comme ϕ
∗(B+rig,F ⊗F Dcris(V )) = B
+
rig,F ⊗F Dcris(V ), on voit que
NV /ϕ
∗NV est tue´ par
∏d
i=1 λi/ϕ(λi) qui est une puissance de q. D’autre part, si x ∈ NV , alors
trx ∈ B+rig,F ⊗F Dcris(V ) ⊂ ϕ
∗B+rig,F ⊗B+
F
NV , ce qui fait que t
r tue B+rig,F ⊗B+
F
NV /ϕ
∗(B+rig,F ⊗B+
F
NV ) = NV /ϕ
∗NV et donc q
r tue NV /ϕ
∗NV .
Ceci montre que qr tue NV /ϕ
∗NV , ce qui revient a` dire que si P est la matrice de ϕ dans une
base de NV , alors q
rP−1 ∈ M(d,B+F ). Si M est la matrice de cette base dans une base de V , alors
ϕ(M) = PM et ϕ(pirM−1) = (pirM−1)(qrP−1) ce qui fait que, par l’argument de re´gularisation de
[1], on a pirM−1 ∈ M(d,B+) et donc pirB+ ⊗Qp V ⊂ B
+ ⊗
B
+
F
NV .
Remarque 3.6. — Le re´sultat pre´ce´dent est proche d’eˆtre optimal. On peut par exemple montrer
que B+ ⊗Qp V = B
+ ⊗
B
+
F
D+(V ) si et seulement si la restriction de V a` HF est non-ramifie´e.
4. Passage a` la limite
4.1. L’image de D+(T ) dans (A+/pn ⊗Zp T )
HF . — Le foncteur T 7→ D+(T ) n’est pas exact,
mais en utilisant les re´sultats de la section pre´ce´dente, on peut controˆler l’image de D+(T ) dans
(A+/pn ⊗Zp T )
HF :
Proposition 4.1. — Si T est une Zp-repre´sentation de hauteur finie de GF , et λ ∈ A
+
F est tel
que λA+ ⊗Zp T ⊂ A
+ ⊗
A
+
F
D+(T ), et si µ ∈ A+F est tel que µA
+ ⊗Zp T ⊂ A
+ ⊗
A
+
F
NT , alors
(1) l’image de D+(T ) dans (A+/pn ⊗Zp T )
HF contient λ(A+/pn ⊗Zp T )
HF ;
(2) l’image de NT dans (A
+/pn ⊗Zp T )
HF contient µ(A+/pn ⊗Zp T )
HF ;
(3) D+(T ) ≃ lim←− n(A
+/pn ⊗Zp T )
HF ;
(4) D+(T )→ (A+/pn ⊗Zp T )
HF est surjective si n≫ 0.
De´monstration. — Remarquons que λ ∈ A+F tel que λA
+⊗Zp T ⊂ A
+⊗
A
+
F
D+(T ) existe toujours.
Si V est cristalline a` poids de Hodge-Tate dans [−r; 0], on vient de voir que l’on peut prendre
λ = µ = pir.
Commenc¸ons par montrer le (1). Soit β ∈ (A+/pn ⊗Zp T )
HF , que l’on rele`ve en β̂ ∈ A+ ⊗Zp T .
On a pour tout h ∈ HF , h(β̂)− β̂ ∈ p
n(A+ ⊗Zp T ). On a aussi λβ̂ ∈ A
+ ⊗
A
+
F
D+(T ), et donc
h(λβ̂)− λβ̂ ∈ pn(A+ ⊗Zp T ) ∩A
+ ⊗
A+
F
D+(T ) ⊂ pnA+ ⊗
A+
F
D+(T )
ce qui fait que si l’on e´crit λβ̂ =
∑
yi⊗di ∈ A
+⊗
A
+
F
D+(T ), alors h(yi)−yi ∈ p
nA+. CommeA+F →
(A+/pn)HF est surjective, c’est que yi ∈ A
+
F +p
nA+, et donc que λβ̂ ∈ D+(T )+pnA+⊗
A
+
F
D+(T ).
Cela montre le (1).
Le (2) se de´montre exactement de la meˆme manie`re, en remaplac¸ant D+(T ) par NT .
Montrons le (3) de la proposition: soit {βn} une suite de lim←− n(A
+/pn ⊗Zp T )
HF . Il existe une
suite αn de D
+(T ) telle que l’image de αn est λβn. Cela implique imme´diatement que la suite αn
converge pour la topologie p-adique vers α ∈ D+(T ) tel que l’image de α est λβn. On peut e´crire,
dans A+ ⊗Zp T , α = λxn + p
nyn (ou` xn ∈ A
+ ⊗Zp T rele`ve βn), et la suite xn converge vers un
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e´le´ment x de A+ ⊗Zp T tel que α = λx. Ceci fait que α ∈ D
+(T ) a ses coordonne´es divisibles par
λ et donc que α est divisible par λ dans D+(T ); αλ−1 s’envoie alors sur {βn}, ce qui montre le (3).
Passons maintenant au (4). Soit Dn l’image de (A
+/pn ⊗Zp T )
HF dans (E+ ⊗Zp T )
HF et D∞
celle de D+(T ). On a clairement D∞ ⊂ · · · ⊂ Dn ⊂ · · · ⊂ D1. Ils sont tous libres de rang d
sur E+F , dont les ide´aux sont les pi
i avec i ∈ N, et un petit argument de de´terminants montre
que la suite de´croissante Dn doit stationner (puisqu’elle est borne´e infe´rieurement par D∞), disons
que Dn+1 = Dn pour n ≥ n0. Cela veut dire que (A
+/pn+1 ⊗Zp T )
HF → (A+/pn ⊗Zp T )
HF est
surjective pour n ≥ n0, puisque c’est vrai modulo p. Soit x ∈ (A
+/pn ⊗Zp T )
HF , on peut donc le
relever en un e´le´ment de lim←− n(A
+/pn ⊗Zp T )
HF , et par le (3), en x̂ ∈ D+(T ).
4.2. Construction de NT . — L’objet de cette section est de de´montrer la conjecture de Fontaine
sur les limites de repre´sentations cristallines de GF , c’est-a`-dire le the´ore`me suivant:
The´ore`me 4.2. — Si T est une Zp-repre´sentation de GF , telle qu’il existe b ≥ a ∈ N et une
suite {Ti}i de Zp-repre´sentations cristallines de GF a` poids de Hodge-Tate dans [a; b] ve´rifiant
T/pi ≃ Ti/p
i, alors T est cristalline.
Tout d’abord, en tordant T et les Ti, on se rame`ne au cas ou` les Ti ont leurs poids de Hodge-Tate
dans [−r; 0] pour un r ≥ 0. Dans tout ce paragraphe, NTi de´notera le module de Wach associe´ a`
Ti dont on a rappele´ la construction plus haut, et qui fait l’objet du the´ore`me 3.5. En particulier,
on dispose du lemme suivant qui rassemble l’information dont on aura besoin:
Lemme 4.3. — Le A+F -module NTi est un sous A
+
F -module de D
+(Ti), stable par ϕ et ΓF , tel que
pour tout γ ∈ ΓF , on ait (γ − 1)NTi ⊂ piNTi. De plus pi
rA+ ⊗Zp Ti ⊂ A
+ ⊗
A
+
F
NTi et l’image de
NTi dans (A
+/pn ⊗Zp Ti)
HF contient pir(A+/pn ⊗Zp Ti)
HF .
Remarquons que NTn s’envoie naturellement dans (A
+/pn ⊗Zp Tn)
HF ≃ (A+/pn ⊗Zp T )
HF ,
et donc dans (A+/pm ⊗Zp T )
HF si n ≥ m. On va d’abord montrer la proposition suivante, qui
permettra de recoller les NTi en un NT .
Proposition 4.4. — Si T1 et T2 sont deux re´seaux de deux repre´sentations cristallines a` poids de
Hodge-Tate dans [−r; 0], tels que T1/p
n = T2/p
n avec n ∈ N ve´rifiant pn−1(p − 1) ≥ r + 1, alors
NT1 et NT2 ont meˆme image dans (A
+/pn ⊗Zp/pn Ti/p
n)HF .
De´monstration. — L’ide´e de la de´monstration est que les images de NT1 et NT2 dans Dn =
(A+/pn ⊗Zp/pn Ti/p
n)HF sont deux A+F /p
n-modules libres, stables par ΓF , tels que ΓF agit triv-
ialement sur NT1/pi et NT2/pi, et tels que pour tout x ∈ Dn, il existe m ≤ r tel que pi
mx ∈ NTi/p
n
(par le lemme pre´ce´dent). Si n = +∞, alors on a vu en 2.1 qu’un tel objet est unique.
Dans notre cas, soit x ∈ NT1/p
n \ piNT1/p
n. Il existe m ≤ r tel que pimx ∈ NT2/p
n \ piNT2/p
n,
et en regardant l’action de ΓF , on voit que l’on doit avoir γ(pi
m)/pim = 1 mod (pn, pi), et donc
χ(γ)m = 1 mod pn pour tout γ ∈ ΓF . Cela implique que p
n−1(p − 1) divise m ≤ r, mais on a
suppose´ que pn−1(p − 1) ≥ r + 1. C’est donc que m = 0, et que NT1/p
n ⊂ NT2/p
n. Par syme´trie,
on en conclut que NT1/p
n ⊂ NT2/p
n.
Remarque 4.5. — La borne pn−1(p− 1) ≥ r+1 est essentielle, on peut facilement construire des
contre-exemples a` la proposition pre´ce´dente si pn−1(p− 1) ≤ r.
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Proposition 4.6. — Si N(T ) = lim←−mNTm/p
m, alors N(T ) est un sous-A+F -module libre de rang
d de D(T ), stable par ϕ et ΓF et tel que ΓF agisse trivialement sur N(T )/piN(T ).
La proposition ci-dessus implique le the´ore`me 4.2, puisque N(T ) est un sous A+F -module de
D(T ), libre de rang d, stable par ϕ et ΓF , et tel que ΓF agisse trivialement sur N(T )/piN(T ). En
particulier, T est de hauteur finie et cristalline (et bien suˆr N(T ) = NT ). Reste donc a` montrer la
proposition 4.6.
De´monstration. — Il est clair que N(T ) s’identifie a` un sous-A+F -module de lim←−m(A/p
m ⊗Zp
T )HF ≃ D(T ), stable par ϕ et ΓF et tel que ΓF agisse trivialement sur N(T )/piN(T ). Reste
a` montrer que N(T ) est un A+F -module libre de rang d. Par la proposition pre´ce´dente, de`s que
pn−1(p− 1) ≥ r + 1, N(T )/pn ≃ NTn/p
n est un A+F /p
n-module libre de rang d.
L’application naturelle de N(T ) dans N(T )/pn est surjective et N(T )/pn est libre de rang d, ce
qui fait qu’une base de N(T )/pn se rele`ve, par le lemme de Nakayama (N(T ) est se´pare´ complet
pour la topologie p-adique, car chaque NTn l’est), en une famille libre et ge´ne´ratrice de N(T ), qui
est donc libre de rang d.
Ceci ache`ve de de´montrer le the´ore`me 4.2.
Corollaire 4.7. — Si T est une Zp-repre´sentation de GF , telle qu’il existe r ∈ N et une suite
{Ti}i de Zp-repre´sentations cristallines de GF a` poids de Hodge-Tate dans [ai; bi] avec bi − ai ≤ r,
ve´rifiant T/pi ≃ Ti/p
i, alors il existe un caracte`re η : ΓF → Z
∗
p tel que T (η
−1) est cristalline.
Remarque 4.8. — Si l’on regarde la de´monstration du the´ore`me 4.2, on voit que l’on a en fait
de´montre´ que si T est une Zp-repre´sentation de GF , telle qu’il existe a ∈ N et une suite {Ti}i
de Zp-repre´sentations cristallines de GF , a` poids de Hodge-Tate dans [a; a+ p
i−2(p − 1) − 1] pour
i≫ 0, ve´rifiant T/pi ≃ Ti/p
i, alors T est cristalline.
En effet, on voit dans ce cas que NTi/p
i = NTi+1/p
i et donc que l’on peut recoller les NTi comme
ci-dessus.
5. L’identification NV /piNV ≃ Dcris(V )
5.1. Construction de ϕ-modules filtre´s. — Le but de ce chapitre est de donner une de´mon-
stration du the´ore`me suivant:
The´ore`me 5.1. — Si V est une repre´sentation cristalline positive de GF , et si NV est le B
+
F -
module dont on rappele´ la construction plus haut, muni de la filtration FiliNV = {x ∈ NV , ϕ(x) ∈
qiNV }, alors Dcris(V ) ⊂ B
+
rig,F ⊗B+
F
NV et l’application naturelle Dcris(V ) → NV /piNV est un
isomorphisme de ϕ-modules filtre´s.
De´monstration. — Pour montrer que cette application est bijective, il suffit de voir que piNV ∩
Dcris(V ) = {0}, ce qui suit du fait que si x ∈ Dcris(V ), alors γ(x) = x tandis que si x ∈ piNV , alors
γ(x) − χ(γ)x ∈ pi2NV , et donc si x ∈ piNV ∩Dcris(V ), alors x ∈ pi
2NV . En ite´rant ce proce´de´, on
voit que x ∈ ∩+∞j=0pi
jNV = {0}.
Il est clair que cette application est un isomorphisme de ϕ-modules. Enfin, un e´le´ment de B˜+rig
est divisible par pi/pi1 dans B
+
max si et seulement s’il l’est dans B˜
+
rig, ce qui fait que x ∈ Fil
i(B˜+rig)
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si et seulement si ϕ(x) ∈ qiB˜+rig. On en de´duit que si x ∈ Fil
i(B˜+rig ⊗Qp V )
GF , alors son image dans
B+rig,F ⊗B+
F
NV ve´rifie
ϕ(x) ∈ (qiB˜+rig ⊗Qp V ) ∩ (B
+
rig,F ⊗B+
F
NV ) = q
iB+rig,F ⊗B+
F
NV .
En effet, B+[1/pi]⊗Qp V = B
+[1/pi]⊗
B
+
F
NV et donc B˜
+
rig[1/pi]⊗Qp V = B˜
+
rig[1/pi]⊗B+
F
NV , ce qui
fait que qi(B˜+rig ⊗Qp V ) ∩ (B
+
rig,F ⊗B+
F
NV ) = q
iB+rig,F ⊗B+
F
NV .
Ceci montre que l’image de FiliDcris(V ) est incluse dans Fil
i(NV /piNV ). Re´ciproquement, si
y ∈ Dcris(V ) ⊂ B
+
rig,F⊗B+
F
NV a la proprie´te´ que ϕ(y) ∈ q
iB+rig,F⊗B+
F
NV , alors ϕ(y) ∈ q
i(B˜+rig⊗QpV )
et donc y ∈ FiliDcris(V ).
5.2. Construction de D+(T ) dans le cas r ≤ p− 2. — Si rd− r1 ≤ p− 2, on peut donner une
construction explicite deD+(T ), qui montre directement queA+[1/pi]⊗ZpT = A
+[1/pi]⊗
A
+
F
D+(T ).
Ces re´sultats (construction de Zp-repre´sentations cristallines associe´es a` des re´seaux fortement
divisibles) sont de´ja` connus [13, 12, 15], mais notre de´monstration est plus directe. Le lemme
ci-dessous est imme´diat:
Lemme 5.2. — Si µ = (p/(q − pip−1)) ∈ A+F , alors µ(0) = 1 (µ est donc inversible dans A
+
F ), et
µsqs = ps mod pip−1.
The´ore`me 5.3. — Si V est une repre´sentation cristalline positive de GF , telle que la longueur de
la filtration sur Dcris(V ) est e´gale a` r ≤ p−2, et si M est un re´seau fortement divisible de Dcris(V ),
alors il existe un re´seau T de V , et une base de D(T ) qui engendre un A+F -module NT , tel que:
qrNT ⊂ ϕ
∗(NT ) ⊂ NT , l’action de ΓF est triviale sur NT /piNT , et si l’on munit NV = Qp ⊗Zp NT
de la filtration de´finie par FiliNV = {x ∈ NV , ϕ(x) ∈ q
iNV }, alors NV /piNV est isomorphe a`
Qp ⊗Zp M en tant que ϕ-modules filtre´s.
De´monstration. — Quitte a` tordre V , on se rame`ne au cas ou` r1 = 0 et donc rd ≤ p−2. SiM est un
re´seau fortement divisible deDcris(V ), alors dans une base adapte´e a` la filtration, la matrice de ϕ est
e´gale a` P0A ou` P0 = Diag(p
r1 , · · · , prd) et A ∈ GL(d,OF ). On pose P = Diag(q
r1µr1 , · · · , qrdµrd)A
ce qui fait que P est e´gale modulo pi a` la matrice de ϕ sur M . De plus, le lemme 5.2 montre que
si γ ∈ ΓF , alors γ(P
−1)P ∈ Id+pip−1M(d,A+F ). On e´crira γ(P
−1)P = Id+pip−1Q.
En particulier, si γ ∈ ΓF , alors l’application fγ de´finie par fγ(H) = γ(P
−1)ϕ(H)P envoie
Id+pip−1M(d,A+F ) dans Id+pi
p−1M(d,A+F ) et une deuxie`me application du lemme 5.2 montre que
fγ est contractante pour la topologie (p, pi)-adique, et y admet donc un unique point fixe G(γ), qui
satisfait alors ϕ(G(γ))P = γ(P )G(γ).
On peut de´finir un (ϕ,Γ)-module D, en faisant agir ϕ et γ ∈ ΓF par P et G(γ). Ce (ϕ,Γ)-
module e´tale D correspond a` un re´seau T d’une repre´sentation de hauteur finie, et le the´ore`me
5.1 montre que cette repre´sentation est V (puisque le foncteur Dcris(·) est pleinement fide`le), car
NV /piNV est un ϕ-module filtre´ sur lequel ϕ agit par la meˆme matrice que sur M , ce qui montre
que NV /piNV ≃ Qp ⊗Zp M en tant que ϕ-modules filtre´s (la filtration sur NV e´tant de´finie via
l’action de ϕ).
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